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Przeksztatcenie Laplace’a

Rozkiad na utamki proste

—
Jezeli rozwazamy utamek algebraiczny wiasciwy ( stopien
licznika jest mniejszy od stopnia mianownika tzn. m<n ) i

nieskracalny ( licznik i mianownik nie majg zadnego dzielnika
wspolnego zawierajacego x ) postaci

Q(X) by+bx+...+b x" +b X"
R(X) = = e
P(x) a,+aXx+...+a X" +ax"

to mozna go przeksztatcic na sume utamkow prostych, czyli
utamkow o postaci

2
A lub ZBX+C , (pj -0 <0.
(x—a)" (X“+ px+q)" 2
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Mogaq tu zachodzi¢ przypadki:

jednokrotne: a,,a,,...,a,

R(X) =

Rozktad przeprowadza s.ie wedtug wzoru:

Q(x) }
(x—a)(X~a,)...(x~a,)
A

B
= +
X—a, X-—a,

C
+...+

X—a,
6x* —x+1 = 6x*—x+1
x> — X

A B
= =—+
X(X=D(x+1) X

C
_|_
Xx—-1 x+1

i
I

1. Mianownik P(x) jest taki, ze ma tylko rzeczywiste pierwiastki

|
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2. Pierwiastki mianownika sq rzeczywiste, ale sq

I8

wsrod nich wielokrotne. Rozktad wyglada nastepujaco

R = =
(X—a)*(x—a,)"...(Xx—&)"
A LA ...t A +
X-a, (x-a) (x-a,)"
B, B, Bk2 L,
+ + T +oF —
X—a, (x-a,) (x—a,)" (x—a)"
Np.
x+1 A B, B, B,
S T +
X(x-1)*  x  x-1 (x-1° (x-1)
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3. Wsrod pierwiastkdw mianownika sg pierwiastki
zespolone jednokrotne:

Q(x)

R(x) = K K, 2 2

(X_a1) (X_az) (X +p1X+q1)(X +p2X+q2)---

Dx+ E Fx+G

:A1+A22+...+2 +—

X—a (x-—a,) X"+ pX+0, X"+ PpX+0Q,
Np.
3x% —2 A Dx+ E

2 ~ T3
(X +X+D(x+1) x+1 x +x+1
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4. Wsrdd pierwiastkdw mianownika sg pierwiastki
zespolone wielokrotne:
(X o al)kl (X _ az)k2 ---(X2 + P X+ ql)l1 (X2 + P X+ qz)l2

A Ay +...+ Dix+E, + DX+ E, +...+

Ty + 2 T 2 ) 2
8 (x-a) X“+ PX+0 (X + px+0,)

D|1X+E|1 I:1)(_|_C;1 l, l,
+ T +...4 R
(x2+p1x+q1) X° + PyX+0, (x2+ p2x+q2)

Np.
5X° —4Xx +16 A DX+E  Dx+E,

- n
(x=3)(x*—x+1)* x-3 x*—x+1 (xz—x+1)2
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Uwaga:

i
o

ro—
Tréjmian kwadratowy X°+ px+Q wystepujacy w mianowniku
AX + B

sprowadzamy do postaci kanonicznej i utamek przyjmuje postac

A(XJFSJJFC
2 — 2
X+ pX+Q x+p o
pY 2
weg_|P
gdzie q (2) .
| 3x* -2

A D(x+;j+E
(x2+x+1)(x+1):x+1Jr 1\ 3
(x+2j 3
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Przeksztatcenie odwrotne wzgledem
przeksztaicenia Laplace’a

Twierdzenie 1:

Jezeli funkcja f(t) jest oryginatem, a funkcja @(s) jest
transformatg Laplace’a (obrazem) funkcji f (t) , to w kazdym
punkcie, w ktorym jest ciagta, stuszny jest wzor

gdzie catkowanie odbywa sie wzdtuz dowolnej prostej
rownolegtej do osi urojonej o rownaniu Res =\ > 2, oraz
gdzie 3, jest wskaznikiem wzrostu oryginatu f (t).
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Przeksztatcenie powyzsze nazywamy przeksztatceniem
odwrotnym wzgledem przeksztatcenia Laplace’a i
oznaczamy symbolem
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Wilasnosci przeksztatcenia odwrotnego

wzgledem przeksztalcenia Laplace’a

Wilasnosc¢ 1:

gdzie ¢ jest dowolng stata.

Dowod:

L [cd(s)]= Zim ]HDCCD(s)eSt ds= 2%“ +jImCD(s)eSt ds=cL™[D(s)]

A—lo A—l®
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L

Wilasnosc 2:

A+i®
1

L‘l[CI)l(s)+CI)2(s)]:2—ni | [@:(5)+®,(s)] e ds =

)
1 AH O AH O

S 1 S
=— CI)l(s)e‘ds+2—Tci _ D,(s)e"ds=
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Wilasnosc 3:

gdzie ¢C;,C, - dowolne state.

Dowad: _
L‘l[clcpl(s) +C,0, (s)] = Zinix im[C1q)1(S) +C,D,(s)]e"ds=
=4 kt[iwq)l(s)e“ ds +i_“iwd>2 (s)e"ds=
2] 27l 5
=c L7 @,(s)]|+c,L7t| @,(s) ]
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Definicja:

Splotem dwaoch funkcji f,(t) oraz f,(t) catkowalnych w

przedziale (0, a) nazywamy funkcje zmiennej t okreslong

catkq

Wiasnosci:
1. Splot jest operacjg przemienng
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2. Splot jest operacjq taczng

]

3. Splot jest operacjq rozdzielng wzgledem dodawania

Twierdzenie 2 (Borela o0 mnozeniu transformat):

Iloczyn transformaty Laplace’a z oryginatu fi(t) przez

transformate z oryginatu f,(t) réwna sie transformacie
Laplace’a ze splotu tych oryginatow
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Wzor Borela (o splocie):

Odwrotne przeksztatcenie Laplace’a z iloczynu dwoch

transformat ®,(s) i @,(s) jest rowne splotowi f,(t)* f,(t)
ich oryginatow
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