PRZYBLIZONE METODY
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Metody kolejnych przyblizen



Metody kolejnych przyblizen

Twierdzenie 1. (Bolzano — Cauchy’eqo)

Jezeli funkcja F(x) jest ciagta w przedziale domknietym
[a,b] | F(a)-F(b) < 0, to miedzy punktami a i b znajduje sie
co najmniej jeden pierwiastek rownania F(x) = 0.

Twierdzenie 2.

Jezeli w przedziale [a, b] spetnione sq zatozenia twierdzenia 1.
i dodatkowo sgn F’(x) = const dla xe[a,b], to przedziat ten
jest przedziatem izolacji pierwiastka rownania F(x) = 0.



Metody kolejnych przyblizen

o

)

Przebieg funkcji miedzy punktami a i b



Metody kolejnych przyblizen

Przyktad

Sprawdzi¢ czy podany przedziat jest przedziatem izolacji
jednego pierwiastka rownania F(x) = 0.

F(x)=x"=3x"=2x+5

la,b]=[1,2]



Metody kolejnych przyblizen

Fa)=F(Q) =I'-3-1"-2-1+5 =1
F(b)=F(2) =2°-3.2"-2.2+5 =3
Poniewaz: F(1)-F(2)<0

to wiadomo, ze pomiedzy punktami a i b znajduje sie co
najmniej jeden pierwiastek rownania F(x) = 0.



Metody kolejnych przyblizen

dF(x)

dx

=3x* —6x—2

F'(x)=
F'(a)=F'(1) =31"-61-2 =-5

F'(h)=F'(2) =3-2°-6-2-2 =2
Poniewaz: sgn F'(x)=const dla xe&[a,b]

czyli funkcja ma staty znak w przedziale [a,b],

to przedziat [a, b] jest przedziatem izolacji jednego pierwiastka
rownania F(x) = 0.
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Metoda bisekcji

Niech [a,b] bedzie przedziatem izolacji pierwiastka rownania
F(x)=0.

Jako pierwsze dwa wyrazy ciggu przyblizen przyjmuje sie:
x,=a x,=b

Kolejne przyblizenia wynikajq ze wzoru:

X, = xl‘-l;xk  ke[L(i=2)], i>2




Metoda bisekcji

k dobierane jest tak, aby:

~
~

X =X X — xk‘

F(x,_)F(x;)<0
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Metoda bisekcji

VA
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Metoda bisekcji

Poniewaz kolejne przyblizenia znajdujq sie kazdorazowo w
przedziatach izolacji, oraz

<

X — X | <|x; — xl._l‘

i+1 N

Metoda jest zbiezna
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Metoda bisekcji

Zaleta metody: prostota

Wada metody: wolna zbieznosSc procesu iteracyjnego
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Metoda bisekcji

Algorytm
X, =a
x,=b
(i=1,2,...,m
x:M+%
2
y=F(x)
n=F(x)
jezeli y-y, >0 to x,=x
W przeciwnym wypadku x, =x
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Metoda bisekcji

Przyktad

Dla funkcji i przedziatu izolacji z poprzedniego przyktadu
obliczy¢ metodg bisekcji pierwiastek rownania F(x) =0 z
doktadnoscig €.

F(x)=x"=3x"=2x+5 [a,b]=[1,2]

x,=a=1 x,=b=2

e=0.1

L

‘F(xl.) <€
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Metoda bisekcji

1. iteracja
x=1 x,=2

X, + X, 1+2
x: —_—=
2 2

y=Fx)=F(0.5) =-1.375

1.5

‘F(x)‘>8
y=F()=F1 =1

y-y =-1375 <0 > x,=x=1.5
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Metoda bisekcji

2. iteracja

xlzl X2:1,5

o_nty _L4Ls
2 2

y=F(x)=F(1.25) =-0.234

‘F(x)‘ > €

y1:F(x1):F(1) =1

Yoy =-0234 <0 EE»

x2 :x:125
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Metoda bisekcji

3. iteracja

x, =1 x,=125
Nty _1+1.25 1195
2 2

y=F(x)=F(1.125) =0.376
‘F(x)‘ > €

y=F()=F1 =1

y-y=0376 >0 EEE»> x=x=1125
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Metoda bisekcji

4. iteracja
x, =1.125 x,=1.25

X +x,  1.125+1.25
2

y=F(x)=F(1.1875) =0.069

=1.1875

X =

‘F(x)‘ <€

Pierwiastek: x=1.1875
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Metoda cieciw

Rozwigzanie réwnania F(x) =0 jest przyblizone ciggiem miejsc
zerowych  cieciw  poprowadzonych miedzy punktami
stanowigcymi konce kolejnych przedziatow izolacji.
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Metoda cieciw

y.l
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Metoda cieciw

Rownanie cieciw, mozna zapisa¢ w postaci:

y_F(xi—l) _ XX
F(x,)—F(x_) x,—x_

x, — drugi kraniec przedziatu izolacji [x; ,,x,]

Czyli pierwszg cieciwe prowadzimy miedzy punktami:

(a,F'(a)) (b, F(D))

23



Metoda cieciw

Dla y =0:

X, — X,
x. =x,_, —F(x L
TR TR |
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Metoda cieciw

Zatozenie:

W przedziale [a,b], lub w kolejnym przedziale izolacji znak
drugiej pochodnej funkcji £(x) nie zmienia sie.

|

Wyrazy ciagu * daja przyblizenie pierwiastka
z niedomiarem lub nadmiarem.
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Metoda cieciw

Przyblizenie z niedomiarem:

F(x)>0 F’(x)>0 ub  F'(x)<0 F'(x)<0

wtedy:

<x <. <x

xi < xH—l i+2
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Metoda cieciw

Przyblizenie z nadmiarem:

F'(x)>0 F’(x)<0 ub  F'(x)<0 F'(x)>0

wtedy:

S x> .>x

xi > xH—l i+2

Przy czym dwie sasiednie wartosci ciggu przyblizen zwigzane

sq wzorem ¥ 2
7



Metoda cieciw

F'(x)>0 F'(x)<0
F’(x)>0 VA F’(x)<0

Tl e =

Ll
-

Oszacowanie pierwiastka z niedomiarem

28



Metoda cieciw

F'(x)>0 F'(x)<0
F’(x)<0 VA F’(x)>0

Oszacowanie pierwiastka z nadmiarem
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Metoda cieciw

Ciag {x,} jest monotoniczny i ograniczony, posiada wiec granice:

l.imxi =8
czyli:
. X, — g _
lim{x} =g—-F(g) X -8
i) F(x)-F(g)
stad wynika:

F(g)=0 mmm) g=x

co dowodzi zbieznosSci metody.
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Metoda cieciw

x, — punkt staty peku cieciw

|

Lewy lub prawy kraniec przedziatu [a,b], czylix,=alubx, =b

xela,b], FX) F'(x)>0 x, =b

x€la,b], F'(x)-F"(x)<0 X, =a
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Metoda cieciw

Przyktad

Dla funkcji i przedziatu izolacji z poprzedniego przyktadu
obliczy¢ metodg cieciw pierwiastek rownania F(x) =0 z
doktadnoscig €.

F(x)=x=3x"=2x+5

la,b]=[1,2]

e=0.1

F'(x)=3x"—6x-2 F’(x)=6x-6
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Metoda cieciw

OkresSlenie punktu peku cieciw x;:

_a+b 1+2
2 2

Z
Fl(z)=F'(5) =-425

F'(z)=F"(1.5) =6

F'(z)- F"(2)<0 >



Metoda cieciw

1. iteracja
x, =x,—F(x,) F(x):; : )I;I(xl) =1.25
F(x,)=F(1.25) =-0.234
‘F(x)‘ > €
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Metoda cieciw

2. iteracja
X, —X
X, =x,—F(x kT2 =1.202
2 =% = ”F(xk)—F(xz)
F(x,)=F(1.202) =-0.0017576

‘F(x)‘ <€

Pierwiastek: x=1.202
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Metoda stycznych
(Newtona)



Metoda stycznych

Rozwigzanie réwnania F(x) = 0 w przedziale [a,b] jest
przyblizone ciggiem miejsc zerowych stycznych do
funkcji F(x).
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Metoda stycznych
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Metoda stycznych

Rownanie stycznej w punkcie x;_;:

y—F(x_)= F,(xi—l)(x — X, )

Dla y =0:

Y - F(x,,)
i i—1 F,(xl._l) >

1>1

=
|l
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Metoda stycznych

Wybor pierwszego przyblizenia x, = a lub x, = b:

\Vﬁ

F'(x)-F"(x)>0

F'(x)-F"(x)<0

x,=b

X, =a

Jezeli druga pochodna w przedziale izolacji nie ma statego
znaku, to proces iteracyjny moze byc rozbiezny
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Metoda stycznych

F'(x)>0 F'(x)<0

F(x)<0 F’(x)>0

Va

Wybor pierwszego przyblizenia w metodzie stycznych
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Metoda stycznych

F'(x)<0
F’(x)<0

P OF OF A B W WO

Wybor pierwszego przyblizenia w metodzie stycznych c. d.
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Metoda stycznych

Przyktad

Dla funkcji i przedziatu izolacji z poprzedniego przyktadu
obliczy¢ metodg stycznych pierwiastek rownania F(x) =0
z doktadnoscig €.

F(x)=x=3x"=2x+5

la,b]=[1,2]

e=0.1

F'(x)=3x"—6x-2 F’(x)=6x-6
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Metoda stycznych

F'(z)-F"(2)<0 > x,=a=1

F(x)=1

F'(x,)=-5
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Metoda stycznych

1. iteracja
F(x
p L E— ) =1.2
F(x,)
F(x,)=0.008
F(x)| <€ Mozna przerwac obliczenia!

F'(x,)=-4.88
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Metoda stycznych

2. iteracja
F(x
F7(x,)

F(x,)=-0.00176

‘F(x)‘ <€
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Metoda stycznych
- iInny wariant



Metoda stycznych — inny wariant
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Metoda stycznych — inny wariant

Y =y — F(x,,)
i—1 F/(xl)

1

, x,=a lub x,=b, i>1
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Metoda stycznych — inny wariant

Przyktad

Dla funkcji i przedziatu izolacji z poprzedniego przyktadu
obliczy¢ metodg stycznych pierwiastek rownania F(x) =0
z doktadnoscig €.

F(x)=x=3x"=2x+5
[a,b] =[1,2]
£=0.1

F'(x)=3x"—6x-2 F’(x)=6x-6
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Metoda stycznych — inny wariant

F'(z)-F"(2)<0 > x,=a=1

F(x)=1

F'(x,)=-5
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Metoda stycznych — inny wariant

1. iteracja
X, =X, — F,(xl) =1.2 F(x,)=0.008
F(x,)
F(x)| <€ Mozna przerwac obliczenia!
2. iteracja
F(x
= o) 120 F(x,)=0.0001935

3 2 F'(xl)
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