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1. BLEDY POMIAROWE, PODSTAWOWE DEFINICJE

Kazdy wynik pomiaru bez okre$lenia doktadnosci pomiaru jest bezwartosciowy. Dlatego tez zwykle
obok wyniku pomiaru podaje sie wielko$¢ btedu pomiarowego, wyrazong w jednostkach wielkosci mierzone;j.

Btedem pomiarowym nazywamy niezgodnos¢ wyniku pomiaru z rzeczywistg wartoscig wielkosci mierzonej.
Wszystkie btedy pomiarowe mozemy podzieli¢ na systematyczne, przypadkowe i grube.

Biad systematyczny pozostaje staty co do wartosci bezwzglednej i znaku w czasie wykonywania wielu
pomiaréw tej samej wielkosci w tych samych warunkach pomiarowych. Btad ten zmienia sie wraz ze zmiang
warunkoéw pomiaru, np. zmiang cisnienia, temperatury otoczenia, wilgotnosci, itp. Czestymi przyczynami
wystepowania btedu systematycznego sg btedy wzorcowania miary i/lub btedy kalibracji przyrzadu (toru)
pomiarowego, btad paralaksy, btad zwigzany z zastosowaniem niewtasciwej metody pomiarowej, itd.
Wiekszos¢ btedéw systematycznych mozna wyeliminowaé stosujac coraz doktadniejsze przyrzady
pomiarowe, stosujac sie do zaleceh producenta oraz wprowadzajgc automatyzacje pomiarow.

Przyczyny powstawania bledow przypadkowych nie sg zazwyczaj znane i mozliwe do ustalenia. Mierzac
wielokrotnie tg samg wielkoS¢ pomiarowg nawet najdoktadniejszym przyrzadem za kazdym razem
otrzymamy nieco inny wynik, poniewaz kazdy z takich pomiaréw obarczony jest btedem przypadkowym.
Btedow tych nie mozna zazwyczaj wyeliminowaé, ale mozna okresli¢ ich wptyw na ostateczny wynik
wielkosci mierzone.

Btedy grube wynikajg gtdbwnie z niestarannosci lub niedostatecznej wiedzy osoby wykonujacej pomiar. Sg
one stosunkowo fatwe do zauwazenia i wyeliminowania. Ich przyczynami najczesciej sg: btedy odczytu
wyniku, pomytki w zapisie (przestawienie kropki dziesietnej), zamiana jednostek, przyjecie ztego zakresu
pomiarowego, itp.

Ze wzgledu na sposob zapisu wielkosci btedu rozréznia sie btedy bezwzgledne i wzgledne.

Bfad bezwzgledny oznacza odchylenie wyniku pomiaru od wartosci rzeczywistej i podawany jest w
jednostkach wielkosci mierzonej, np. t £ At = (2,56 + 0,08) s.
Bfad wzgledny wyrazany jest stosunkiem btedu bezwzglednego do wielkosci mierzone;j

Ax

X

6= (1)

Zwykle oprocz wyniku pomiaru podaje sie btad procentowy, czyli btad wzgledny wazony w procentach, np. a
=(26,3+0,4)ms?, 6=15%

Z pomiarem wielkoSci prostej mamy do czynienia wowczas, gdy miare wielkosci fizycznej
otrzymujemy poprzez bezposredni pomiar jednym przyrzadem, np. pomiar napiecia za pomocg woltomierza
lub oporu za pomoca omomierza. Z kolei pomiary wielkosci ztozonych wymagajg pomiaréw wielu wielkosci
prostych np. obliczenie oporu na podstawie pomiaréw napiecia i natezenia prgdu ptyngcego przez odbiornik.

2. BLAD POMIARU WIELKOSCI PROSTEJ

Doktadnos¢ przyrzadu pomiarowego okresla minimalng wartos¢ bftedu systematycznego, ktory
popetniamy wykonujac pomiary tym przyrzadem. Dlatego tez dla wiekszosci przyrzadéw pomiarowych
wprowadzono pojecie tzw. klasy, a przyrzady sg konstruowane w taki sposéb, by wyniki pomiaréw nie roznity
sie od warto$ci rzeczywistej o wiecej niz o wartos¢ odpowiadajaca klasie przyrzadu. Zatem klasa miernika
to btad procentowy odpowiadajacy maksymalnemu wskazaniu miernika na danym zakresie (maksymalnej
wartosci stosowanego zakresu pomiarowego). Inaczej moéwigc jest to maksymalny btad wzgledny dla
danego zakresu.

Doktadnos¢ skali (podziatki) miernika jest uzalezniona od klasy przyrzadu. Najmniejsza wartos¢
pojedynczej dziatki na skali przyrzadu nazywa sie doktadnoscig odczytu lub rozdzielczoscia. W pewnych
przypadkach dopuszcza sie stosowanie doktadnosci odczytu wiekszej niz doktadnosé podziatki, np. wtedy
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gdy interesuje nas réznica wskazan jednego przyrzadu, a podziatki skali sg wystarczajaco odlegte. Wéwczas
za btad pomiaru przyjmuje sie wartos¢ 2 lub Y4 wartosci podziatki.

2.1. ANALOGOWE MIERNIKI ELEKTRYCZNE

Doktadnos¢ miernikéw analogowych okreslana jest przez btad procentowy odpowiadajacy
maksymalnemu wychyleniu wskazéwki (gérnej granicy zakresu). Zatem biad bezwzgledny pomiaru okresla
sie nastepujaco:

AY = klasa - zakres ?)
100

Btad bezwzgledny nie zalezy wiec od wartosci wielkosci mierzonej, natomiast btad wzgledny bedzie
zwiekszat sie przy spadku wielkosci mierzonej. Btad wzgledny okreslony jest wzorem:

B AX _ klasa - zakres
wychylenie ~ wychylenie

[70] @)

Przykiad 1

Watomierzem klasy 1 dla zakresu pradowego 0,5 A i napieciowego 100 V zmierzono moc zarowki
P = 45,3 W. Obliczy¢ btedy pomiaru.
Btad bezwzgledny pomiaru wynosi

AP:I'(O’S'IOO):O,SW,
100

natomiast btad wzgledny wynosi

5= 105:100) g
45,3

Zatem ostatecznie mozna zapisa¢: P = (45,3 £ 0,5) W, 8=1,1 %

2.2. MIERNIKI ELEKTRONICZNE CYFROWE

Klasa wiekszosci miernikéw cyfrowych wynosi 0,5, a wiec btad bezwzgledny wielkosci mierzonej
WYynosi:

0,5 - wskazanie
100

AX = i[ + waga ostatniej cyﬁyj (4)

Waga ostatniej cyfry zalezy od stosowanego zakresu i wynosi np. 1; 0,1; 0,01; 0,001 jednostek wielkosci
mierzonej. Jednak w przypadku wiekszosci miernikébw uniwersalnych wyniki pomiaréw obarczone sg
zdecydowanie wiekszym btedem niz to wynika ze wzoru, dlatego tez w celu obliczenia btedu pomiarowego
zawsze nalezy korzysta¢ ze wskazéwek zawartych w instrukcji obstugi miernika.

Przykiad 2

Miernikiem cyfrowym typu AVIDSEN 107150 zmierzono napiecie state U = 12,47 V (na zakresie 20 V) oraz
natezenie pradu ptynacego przez odbiornik | = 15,1 mA (na zakresie 20 mA). Okresli¢ btad bezwzgledny i
wzgledny obu pomiarow.
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Korzystajac z instrukcji obstugi okreslamy doktadnos$¢ pomiaréw dla uzytych zakreséw pomiarowych:
1) biad pomiaru: + 0,5% +2D, rozdzielczos¢ = 10 mV
2) btad pomiaru: £ 1% £2D, rozdzielczos¢ = 10 pA

nastepnie okreslamy btedy bezwzgledne wykonanych pomiaréw

1) AX = i(w + 0,02)2 +0,08235 V = +0,08 V

2) AX =+ 1-15,1
100

+ 0,02j: +0,171 m4 = £0,2 mA

oraz btedy wzgledne

1) 0= 0.08 =0,64%
12,47

2) 0= 0.2 =1,3%
15,1

i zapisujemy wyniki pomiaréw
1) U=(12,47 +0,08) V, 5 = 0,64%
2) 1=(15,1+0,2) mA, 5 =1,3%.

3. USREDNIANIE WARTOSCI POMIAROWYCH

3.1. WARTOSC SREDNIA, JEJ BLAD ORAZ ODCHYLENIE STANDARDOWE

W wielu przypadkach wykonuje sie kilkukrotne pomiary tej samej wielkosci fizycznej, w celu
uzyskania jak najdokfadniejszego wyniku pomiaru. Btad pojedynczego pomiaru nie jest miarg doktadnosci
danej metody pomiarowej. Jesli wykonujemy serie pomiarow x; , to kazdy z tych pomiaréw obarczony jest
innym btedem Ax;.

Warto$¢ srednia serii pomiarowej zdefiniowana jest jako:
R
¥==Dx (5)
nig

natomiast odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru:

o =lim |~ 3 (x, - %) (6)
n—>»0 n l:]

W przypadku skonczonej, niezbyt duzej liczby pomiaréw dobre oszacowanie odchylenia standardowego daje
nastepujacy wzor:

o, =J LS (- %) )

n-173

W warunkach rzeczywistych mamy do czynienia zaréwno z btedami przypadkowymi o jak i systematycznymi
AXo. Bfad catkowity definiuje sie jako srednig geometryczng ww. btedow:

Ax =/o? + Ax,’ (8)
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Obliczajac odchylenie standardowe $redniej nalezy uwzgledni¢ czesciowe kompensowanie sie odchytek
ujemnych i dodatnich. Stad bfgd Sredni kwadratowy obliczamy wg wzoru:

skad po podstawieniu wyrazenia opisujgcego srednig arytmetyczng otrzymamy:

2
n 5 1 n
o 2% _n(sz (10)

' n(n—1)

Przykiad 3

Pomiar czasu realizacji dowolnego zdarzenia wykonano 10-krotnie, a wyniki pomiaru zestawiono ponize;.
Obliczy¢ czas $redni zdarzenia oraz sredni btad kwadratowy.

Lp {i ti2
1 15,2 231,04
2 14,5 210,25
3 14,8 219,04
4 15,0 225
5 15,3 234,09
6 14,9 222,01
7 15,1 228,01
8 15,2 231,04
9 15,0 225
10 14,8 219,04
> 149,8 224452

Wartos¢ srednia wynosit = 14,98 s 15,0
Btad sredni kwadratowy wartosci sredniej obliczony wg wzoru (10) wynosi
n 1 n 2
2 1
2N - n(sz 244,52~ (149,8)°
o == CE 10 =0,75718 2 0,1 s
’ n(n—1) 10(10-1)
Zatem czas $redni wynosi t=(15+0,1) s
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3.2. SREDNIA WAZONA

Metode sredniej wazonej stosujemy wéwczas, gdy chcemy obliczy¢ warto$¢ srednig kilku niezaleznych
pomiaréw tej samej wielkosci fizycznej wykonanych z rézng doktadnoscia. Oczywiste jest, ze pomiar
doktadniejszy jest lepszy od pomiaru mniej doktadnego, zatem rézne pomiary bedg miaty rézny wptyw na
wynik obliczen.

W celu wykonania obliczen metoda sredniej wazonej nalezy wprowadzi¢ pojecie wagi - okreslonej wzorem
(11), przy czym statg a nalezy dobra¢ w taki sposob by wartosci wagi w; byty dogodne dla dalszych obliczeh.

w, = (11)

Srednia wazona wyrazona jest wzorem:

X, ="1— (12)

a btad maksymalny sredniej:

Ax, =-—— (13)

Gdy wszystkie pomiary obarczone sg takim samym btedem lub prawie takim samym to wzér (12) staje sie
wyrazeniem opisujacym srednig arytmetyczna.

W przypadku, gdy wagi sg odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odchylen standardowych wartosci srednich
z serii pomiarowych, nalezy obliczy¢ btad sredni kwadratowy (odchylenie standardowe) Sredniej wazonej wg
wzoru:

gdzie
E =X —X (16)

Przykiad 4

Obliczy¢ srednig wazong i jej btad z nastepujacych trzech niezaleznych wynikéw pomiarow:

1) M=(2,52+£0,12) A

2) M=(2,68+0,18)A

3) M=(2,48+0,16) A
Przyjmujemy warto$é statej a=1. Srednig wazona i jej btad maksymalny obliczamy ze wzoréw (12) i (13).
Schemat obliczen przedstawiono w tabelce.

Xi A X; W;j Wi X;j Wi AX;

2,52 0,12 69,4 1749 8,33
2,68 0,18 30,9 82,8 5,56
2,48 0,16 39,0 96,7 6,24

--- -] 139,3| 3544| 20,13

M |wdo|=] -
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Srednia wazona wynosi
— 4.4
M, = 35—’ =2,54
139,3
Btad maksymalny Sredniej wazonej
— 20,13
AM, =——=0,14
139.3
Zatem ostateczny wynik wynosi
M=(2,54+0,14) A

4. WYZNACZANIE BLEDOW WELKOSCI ZLOZONEJ

W praktyce pomiarowej bardzo czesto mamy do czynienia z koniecznoscig wyznaczenia warto$ci
wielkosci fizycznej, ktéra jest funkcjg wielu zmiennych. Wartosci tych zmiennych wyznacza sie np. w czasie
pojedynczych lub kilkukrotnych pomiaréw laboratoryjnych, a nastepnie wyniki podstawia sie do wyrazenia
ogolnego. Jednak kazdy z pomiaréw prostych obarczony jest pewnym btedem, uzaleznionym od dokfadnosci
uzytego przyrzadu pomiarowego. Naszym zadaniem jest okreslenie btedu obliczonej wielkosci ztozone;j.

4.1. METODA POCHODNEJ LOGARYTMICZNEJ

Metode pochodnej logarytmicznej stosuje sie woéwczas, gdy analizowane ztozone wyrazenie jest
iloczynem wielkosci prostych x; wyrazonych w dowolnych potegach a;:

y=A[ 5" (16)
i=1

Po zlogarytmowaniu oraz zrézniczkowaniu rownania (16) otrzymamy:

lnyzlnA+Zai Inx,

i=1

dy N,
y Z‘a

Xi

(17)

Jezeli poszczegodlne rézniczki w réwnaniu (17) potraktowacé jako btedy maksymalne oraz uwzglednimy
najbardziej niekorzystng sytuacje tzn. zsumujemy wszystkie btedy biorgc ich bezwzgledne wartosci to btad
wzgledny wyznaczenia wielkosci ztozonej mozna obliczyé w sposob nastepujacy:
Ay I
Yoo

a2 (18)

Jezeli zas poszczegdlne wielko$ci proste mierzyliSmy wielokrotnie i obliczaliSmy odchylenia standardowe od
wartosci sredniej to btad wzgledny nalezy obliczy¢ ze wzoru (19):

(19)
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Przykiad 5

Pomiar rezystancji opornika weglowego przeprowadzono metodg techniczng przy zastosowaniu miernika
cyfrowego MASTECH MY 67. Miliamperomierzem dokonano pomiaréw natezenia pradu (DC) na zakresie
400 mA, ktérego wartos¢ wyniosta 250 mA, z kolei pomiar napiecia wykazat 6,81 V na zakresie 40 V.
Stosujgc prawo Ohma wyznaczy¢ rezystancje opornika oraz obliczy¢ btgd wyznaczenia tej wielkos$ci.

Z prawa Ohma obliczamy rezystancije

U 6,8

— == 27,2 Q

I 250-10

Korzystajac z instrukcji obstugi miernika obliczamy btedy bezwzgledne wielkosci mierzonych prostych.

Odczytujemy sposdb wyznaczenia btedu dla miliamperomierza: + 1,2% W + 2D; D = 0,1 mA i obliczamy btad
pomiaru natezenia:

Al =+ w+0,2 =132 mA4
100

Odczytujemy sposob wyznaczenia btedu dla woltomierza: + 0,5% W + 2D; D = 10 mV i obliczamy btad
pomiaru napiecia:

AU = i(w + 0,02j= 0,054V =£0,06 V
Stosujac wzor (18) obliczamy wartos¢ btedu wzglednego:
AR _AU Al
R U 1
ﬁ = 0,06 + 3,2 =0,0088+0,0128 =0,0216 (~ 2,16%)
R 681 250

oraz btedu bezwzglednego
AR =27,2-0,0216=0,58752=0,6Q2
i zapisujemy wynik koncowy:

R=(27,2+0,6)Q

4.2. METODA ROZNICZKI ZUPELNEJ

Metode rézniczki zupetnej mozna stosowac praktycznie w kazdym przypadku wyznaczania btedu
maksymalnego (lub odchylenia standardowego) wielkosci ztozonej. Jesli przyjaé, ze szukana wielkos¢ jest
funkcjg kilku zmiennych:

y :f(xla x27 sere xn) (20)

to rézniczka zupetna tej funkcji przyjmie postac:

dy :S—fa’x1 —i—idx2 + ... +idxn (21)
X, ox, Ox

n

a po zastgpieniu rézniczek przyrostami skonnczonymi otrzymamy:

Ay=§lml+iMz+---+iA& (22)
xl a‘XZ ax

n
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Przyrostom skonczonym (podobnie jak poprzednio) nalezy przypisac sens fizyczny btedéw. Uwzgledniajac
regute dodawania btedéw otrzymamy ostatecznie:
0
X

ax |+
[+ (23)

e+ +‘§—f‘-|mn
xﬂ

lub inaczej

Ay = Z‘af(xl, et x,) Ax,.‘ o

i=1

Jezeli zas poszczegodlne wielkosci proste wchodzace w sktad naszej funkcji ztozonej mierzyliSmy
wielokrotnie i obliczaliSmy odchylenia standardowe od wartosci sredniej to odchylenie standardowe Sredniej
arytmetycznej wielkosci ztozonej nalezy obliczy¢ ze wzoru:

2
S = Z[af(xla Xyseees xn)] S% (25)

y
i=1 ox,

l

Przykiad 6

Dla danych jak w przykfadzie 5 obliczy¢ rezystancje opornika oraz wyznaczy¢ jej btad metoda rézniczki
zupetne;.

Rezystancja opornika oraz btedy pomiaréw wielkosci prostych (patrz przyktad 5) wynosza:
U

R=7=27,ZQ; Al =%32 mA; AU =+£0,06V
Korzystajac ze wzoru (23) lub (24) wyznaczamy rézniczke zupetna:
dU\ 1 dl\ I
Ar=|% AU+ —% ||
1 1

AR = 0,06 N 6,81-0,0(2)32
0,25  (0,25)

i zapisujemy wynik koncowy:

R=(27,2%0,6)Q

=0,588 = 0,6 Q2
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DODATKI

Tablica 1. Uchyby pomiarowe miernika cyfrowego typu MASTECH model MYG67

Funkcja Zakres Rozdz. Biad pomiaru Uwagi
400 mV 0,1 mV +0,8% W+ 2D max. 1000 V
Pomiar napiecia 4v 1 mv +0,5% W +2D
40V 10 mV +05° +
Sta’rego DC,V 400 V 01V ; 8:202 w ; gg
1000 V 1V +0,8% W + 2D
400 mV 01mvV | - max. 750 V rms
Pomiar napiecia 4V 1TmV +0,6% W+0,2% Z +3D
przemiennego 40V 10 mV +0,6% W+0,2%Z +3D
AC.V 400 v 01V +0,6% W +0,2% Z +3D
’ 750V v +1,2% W + 3D
uzyteczny zakres czestotliwosci pomiarowej od 40 Hz do 400 Hz
400 pA 0,1uA +0,8% W+ 2D max. 500 mA
Pomiar natezenia 4 mA 1A +0,8% W+ 2D
40 mA 10 A +0,8% W+ 2D
pradu DC, A 400 mA 01mA | +12%W+2D
10 A 10 mA +2.0% W + 5D maks. 10 A
400 (0-200) pA 0,1uA +0,8%W+0,4%Z +3D max. 500 mA rms
400 (201-300) pA 0,1uA +2,5% W+0,4% Z +3D
Pomiar natezenia 400 (301-400) pA 0,1uA +0,8% W+0,4% Z +3D
oradu AC, A 4 mA 1A +0,8% W+0,4% Z +3D
’ 40 mA 10 pA +0,8% W+0,4% Z +3D
400 mA 0,1 mA +1,2% W=+0,4%Z +3D
10 A 10mA | +30%W=+04%2z +3p | Max 10Ams
400 Q 0,1Q +0,8% W+ 3D
4 kQ 10 +0,8% W+1D
Pomiar rezystancji | 40 kQ 100 +0,8% W+ 1D
R, Q 400 kQ 100 Q +0,8% W+ 1D
4 MQ 1kQ +0,8% W+ 1D
40 MQ 10 kQ +1,2% W + 2D

W — wskazanie miernika
D — waga ostatniej cyfry wyswietlacza (rozdzielczos¢)
Z — zakres
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Cwiczenie 2 i 3. Dokladnos¢ pomiarow, wyznaczanie bledow pomiarowych

Tablica 2. Uchyby pomiarowe miernika cyfrowego typu AVIDSEN model 107150

Funkcja Zakres Rozdz. Btad pomiaru Uwagi
02V 0,1 mV +0,25% W + 2D max. 220 V
Pomiar napiecia 2V 1 mV +0,5% W+2D max. 750 V
20V 0,01V +05%W+2D max. 750 V
statego DC, V 200 V 01V N 8202 W2D max. 750 V
1000 V 1V iO,S%WiZD max. 220 V
Pomiar napiecia 200V 100 mV +1,2%W+10D max. 750 V rms
przemiennego 750V 1V +1,2% W+10D max. 750 V rms
AC,V uzyteczny zakres czestotliwosci pomiarowej od 45 Hz do 450 Hz
0,2 mA 0,1 pA +1% W+x2D max. 200 mA
. - 2 mA 1 pA +1%W=2D max. 200 mA
Efargtja'br‘catzzen'a 20 mA 10 pA +1% W +2D max. 200 mA
’ 200 mA 100 pA +12%W+2D max. 200 mA
10 A 100 mA +2% W + 2D brak bezpiecznika
200 Q 0,1Q +08%W=x2D
Pomiar rezystanciji 2000 ©2 10 £0.8%W+2D
R O 20 kQ 10Q +08%W=x2D
’ 200 kQ 0,1 kQ +0,8%W=x2D
2000 kQ 1 kQ +1% W+2D

W — wskazanie miernika
D — waga ostatniej cyfry wyswietlacza (rozdzielczos¢)
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