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MODELOWANIE SYTUACJI DECYZYJNYCH PRZY
WYKORZYSTANIU DIAGRAMOW WPLYWU

Streszczenie. Diagram wptywu (ID) stanowi zwarta reprezentacj¢ problemu
decyzyjnego. Matematycznie rownowazny drzewu decyzyjnemu, pozbawiony jest
jednak podstawowej wady drzewa, jaka jest wyktadniczy wzrost wielkosci modelu.
W artykule przedstawiono diagram wptywu jako sformalizowany jezyk modelowania
sytuacji decyzyjnych w warunkach niepewnosci. Zaprezentowano przyktady
wykorzystania reprezentacji modutowej, jak rowniez sposob radzenia sobie
Z sytuacjami asymetrycznymi.

DECISION MODELING USING INFLUENCE DIAGRAMS

Summary. An influence diagram (ID) is a compact representation of a decision
problem. Mathematically, ID is equivalent to decision tree but it does not suffer from
its exponential growth. The paper concentrates on using influence diagram as a formal
language for modelling decisions under uncertainty. Examples of how to take
advantages from the modular representation and deal with asymmetry are given.

1. Wstep

Podejmowanie decyzji nalezy do podstawowych funkcji kierowniczych. Rozumiane
potocznie jako wybor jednej sposrod kilku mozliwosci stanowi pewien proces — sam akt
wyboru jest tylko jednym z jego elementow. Na proces podejmowania decyzji sktadaja si¢
bowiem rozpoznanie 1 zdefiniowanie istoty sytuacji decyzyjnej, zidentyfikowanie
alternatywnych mozliwos$ci, wybor najlepszego wariantu, a nastgpnie wprowadzenie go
w zycie [9]. Dwa pierwsze etapy tego procesu maja szczeg6lne znaczenie, gdy na skutek

olbrzymiej ilosci danych niezbgdnych do przetworzenia wyszczegdlnienie wszystkich
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dostgpnych alternatyw jest utrudnione, za§ ich konsekwencje niejasne (tzw. warunki
niepewnosci).

W odpowiedzi na ztozono$¢ zjawisk i proceséw zachodzacych w otoczeniu organizacji,
menedzer — starajac si¢ dziata¢ mozliwie racjonalnie — positkuje si¢ systemami wspomagania
decyzji opartymi na metodach sztucznej inteligencji. Inteligentne systemy wspomagania
decyzji, dzigki wykorzystaniu mocy obliczeniowych wspolczesnych komputerow, potrafia
zbieraé, zarzadza¢ i przetwarza¢ dane w ilosciach znacznie przekraczajacych mozliwosci
ludzkiego umyshu i, w konsekwencji, polepszaé podejmowane decyzje [17]. Do
podstawowych probleméw zwiazanych z tymi systemami nalezy sposob skutecznej
reprezentacji wiedzy i modelowania rzeczywistych sytuacji problemowych w jezyku
»Zrozumiatym” dla maszyny.

Jedna z odpowiedzi na te trudnosci stanowig modele graficzne, bedace polaczeniem teorii
grafow oraz teorii prawdopodobienstwa, stanowiace intuicyjne modele wybranego fragmentu
rzeczywistosci [2]. Warstwa graficzna tych narzedzi odwzorowuje zaleznosci (lub brak
takich zalezno$ci) pomigdzy wyréznionymi zmiennymi, warstwa numeryczna informuje
o sile tych zalezno$ci. Sztandarowym przyktadem modelu graficznego jest sie¢ bayesowska
(zwana roéwniez siecia przekonan), stanowiaca zwarta reprezentacj¢ lacznego
prawdopodobienstwa okre§lonego zbioru zmiennych losowych [10].

W tworzeniu modeli graficznych wykorzystuje si¢ dane pochodzace z wielu réznych
zrodel, migdzy innymi opinie ekspertow, obserwacje diagnostyczne oraz eksperymenty
numeryczne [2]. Prawidlowa implementacja maszynowa sytuacji problemowej jest niezbgdna
w celu uniknigcia btednych odpowiedzi udzielanych przez system. Zatem, z jednej strony
konstrukcja modelu graficznego powinna by¢ poprzedzona staranng analiza, z drugiej jednak
strony sam proces modelowania wykorzystujacy sformalizowana, zrozumiala dla maszyny
graficzng reprezentacj¢ problemu, moze stanowi¢ dla decydenta istotna pomoc w takiej
analizie.

Celem niniejszego artykutu jest omoéwienie jednego z modeli graficznych, konkretnie
diagramu wplywu, do zamodelowania i rozwiazania pewnej sytuacji decyzyjnej. W tym celu
postluzono si¢ tzw. paradoksem Monty Halla, problemem szeroko dyskutowanym
i udowodnionym na wiele sposobow, interesujacym ze wzgledu na fakt, ze nawet znajomos$¢
dowodu prawidlowego rozwigzania nie niweluje wrazenia jego sprzeczno$ci z rozwigzaniem
intuicyjnym [4]. Na przyktadzie zagadnienia Monty Halla zaprezentowano konstrukcje
diagramu wplywu, przeprowadzono dyskusje nad adekwatna struktura jego warstwy
graficznej (w kontek$cie informacji, ktore chce si¢ na jego podstawie uzyskaé, oraz
subiektywnego przekonania o charakterze problemu), wyszczegélniono jego podstawowe
zalety i wady, zwrocono roOwniez uwagg na problemy mogace si¢ pojawi¢ przy konstrukcji

takiego diagramu oraz zasygnalizowano sposoby ich rozwiazania. W podsumowaniu
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zamieszczono krotkie omowienie rozwinig¢ koncepcji diagramu wplywu, ktére mozna
znalez¢ w literaturze.
Przy budowie diagraméw wplywu wykorzystano program Netica w wersji 1.12

(www.norsys.com/netica.html).

2. Diagram wplywu

Koncepcja diagramow wptywu (influence diagram, ID) powstata w latach siedemdzie-
siatych jako pomyst na zautomatyzowanie konstrukcji drzew decyzyjnych [17]. W literaturze
najczesciej jednak opisuje sig je jako swoiste rozszerzenie sieci bayesowskich o elementy
teorii decyzji [6, 10]. Stad tez wiele pojec 1 definicji odnoszacych si¢ do modeli graficznych,
a sieci przekonan w szczegodlnosci, znajduje swoje bezposrednie przelozenie na grunt
diagramow wplywu 1 jako takie beda prezentowane w niniejszym artykule.
Z matematycznego punktu widzenia diagramy wplywu sa roéwnowazne z drzewami
decyzyjnymi, ich warstwa graficzna jest jednak pozbawiona stabosci drzewa, jaka jest
wykladniczy wzrost jego rozmiaru wzgledem liczby zmiennych i decyzji (rys. 51 10) [10].

2.1. Definicja i podstawowe pojecia

Formalnie diagram wptywu I definiuje si¢ jako czworke I = (X, 4, P, U), w ktorej [16]:

e (X, A) stanowi acykliczny graf skierowany, gdzie X jest zbiorem wierzchotkow,
natomiast 4 to zbior krawedzi grafu. Zbior X dzieli si¢ na trzy podzbiory: zbior
wierzchotkow losowych C, zbior wierzchotkow decyzyjnych D oraz zbidr wierzchotkow
uzytecznosci V. Kazdy z wierzchotkéw decyzyjnych oraz losowych odpowiada pewnej
rzeczywistej zmiennej uwzglednionej w modelu. W zwiazku z tym z kazdym weztem
x e CuUD stowarzyszony jest zbior Q, — wszystkich mozliwych wartosci, ktére moze
przyja¢ odpowiadajaca temu weztowi zmienna. Dla dowolnego podzbioru wierzchotkow
JcCuD kombinacja (iloczyn Kkartezjanski) wartosci wszystkich zmiennych
odpowiadajacych wierzchotkom w J oznaczana jest jako Q,. Dla kazdego x € X przez
pa(x) bedzie oznaczany zbior rodzicow (bezposrednich poprzednikow w grafie, z ang.
parents — rodzice) wierzcholka x.

e P jest zbiorem rozktadéw prawdopodobienstwa P(C,. | pa(C,.)) dla kazdego C, eC.
Kazdej wartosci ceQ. i pa*eQ, ., rozklad ten okresla wartos¢ prawdopodo-

bienstwa C, = ¢ pod warunkiem, ze pa(Cl.) = pa*.



4 T. Owczarek

e U= {uv} Jest zbiorem funkeji uzytecznosei u, : Q) = R, dla kazdego v eV . Kazdej
wartoSci  pa*eQ ) funkcja ta przyporzadkowuje pewna warto$¢ rzeczywisty
uv( pa *) eR.

Warstwa graficzna diagramu wplywu jest wigc acyklicznym grafem skierowanym,
w ktorym wierzchotki reprezentuja pewne zmienne, w zwiazku z tym w dalszej czesci, jesli
tylko nie bedzie to wyraznie zaznaczone, pojgcie wierzcholek oraz zmienna beda stosowane
wymiennie. Zmienne losowe reprezentowane sg w grafie jako kota lub owale, zmienne
decyzyjne przedstawiane sa w postaci kwadratow lub prostokatow, natomiast zmienne
uzyteczno$ci — w postaci rombow lub sze$ciokatow. Kazdej zmiennej losowej odpowiada
tablica rozkladu prawdopodobienstwa wszystkich jej mozliwych wartosci. Dla zmiennych
losowych, ktore nie maja w grafie zadnych rodzicow, jest to prawdopodobienstwo a priori,
natomiast dla pozostalych — prawdopodobienstwo a posteriori. Kazdej zmiennej decyzyjnej
odpowiada jedynie zbior stanow (decyzji), jakie moze przyja¢. Decyzje te ustalane sa
w trakcie rozwiazywania (ewaluacji) diagramu wplywu. Zmienne uzytecznos$ci sa zmiennymi
deterministycznymi — warto$¢ kazdej z nich zalezy od pewnej, przyporzadkowanej im funkcji
deterministycznej o warto$ciach rzeczywistych. Wierzchotki uzytecznosci nie posiadaja
zadnych dzieci (bezposrednich nastgpnikow).

Krawedzie (tuki) grafu maja dwojaka naturg, w zaleznosci od typu wierzchotkow, do
ktorych dochodza. 1 tak krawedz (x, x'), x,x'e X (krawedz o poczatku w wierzchotku
x 1 koncu w wierzchotku x'):

e dla x'e CUU informuje, ze warto$¢ zmiennej x' jest uzalezniona od warto$ci zmiennej
x; reprezentuje ona zalezno$¢ migdzy zmiennymi, tzn. bezpos$redni wplyw, jaki zmienna
X wywiera na x';

e dla x'e D informuje, Ze w momencie podejmowania decyzji x' decydent zna warto$¢
zmiennej x; krawedz taka nazywana jest krawedziq informacyjng, natomiast warto$¢

zmiennej x — stanem informacyjnym zmiennej Xx'.

2.2. Rozwigzanie diagramu wplywu

Regulq Tub tez fumkcjq decyzyjnqg zmiennej D; nazywa si¢  funkcje
;1 Q . n,) = Qp, przyporzadkowujaca kazdej kombinacji wartosci pa(D,) pewna warto$¢
(stan) mozliwg do przyjgcia przez D;. Dla ustalonego i zbior A, wszystkich mozliwych
0, nazywa sig¢ przestrzenia funkcji decyzyjnej J,. Dla danego zbioru zmiennych

decyzyjnych D = {D1 yeees Dn} diagramu I iloczyn kartezjanski wszystkich przestrzeni funkcji
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decyzyjnych A :HAi nazywa si¢ zbiorem strategii w I, natomiast § e A — strategiq.

i=1
Kazda strategia o0 wyznacza w sposOb jednoznaczny rozklad prawdopodobienstwa

P; wszystkich zmiennych w diagramie wplywu. Jesli C = {Ci }1gig , oraz D= {D }

Jh<j<t?

B(C.D =HP C, | pa(C)[ ]2, (D, pa(D,). )

J=1

gdzie P(Cl. | pa(Cl.)) jest dane przez diagram, natomiast F; (Dj | pa(Dj)) jest rozktadem

prawdopodobienstwa okreslonym przez j-ta sktadowa strategii o .
Warto$¢ oczekiwana wezta uzytecznosci v eV dla ustalonej strategii 0 definiuje sig

nastepujaco:

v)= QZ(V)B;(pa(v))-uv(pa(v))- @

Rozwiazanie diagramu wptywu I polega na znalezieniu takiej strategii &', ktora

maksymalizuje sume po wszystkich wierzchotkach uzytecznosci ich wartosci oczekiwanej,

tzn.

E (D)= maXZE 3)

velV
Ze wzgledu na to, ze warto$¢ oczekiwana uzytecznosci jest funkcja liniowa
prawdopodobienstwa, maksymalna warto$¢ E(I) uzyska sie podejmujac odpowiednie decyzje

z prawdopodobienstwem rownym 1.

2.3. Warunkowa niezaleznos$¢, laczny rozklad prawdopodobienstwa i wnioskowanie
w diagramach wplywu

Podstawowa sita modeli graficznych w rodzaju sieci bayesowskich czy diagramow
wplywow jest tatwo$¢ odwzorowywania za ich pomoca zwiazkow pomiedzy zjawiskami
nalezacymi do sytuacji decyzyjnej. Dzigki temu na podstawie warstwy graficznej modelu
mozliwe jest zidentyfikowanie warunkowej niezalezno$ci istniejacej migdzy zmiennymi. To
wlasnie zachowanie w modelu warunkowych niezalezno$ci zgodnych z tymi istniejacymi
w modelowanym fragmencie rzeczywistosci §wiadczy o jego poprawnosci [10]. Stad tez nie
zawsze musza one by¢ zgodne z oczywista w wielu przypadkach relacja przyczyna — skutek.
Dwa modele tego samego problemu moga by¢ sobie rownowazne pomimo réznego zbioru

A krawedzi w grafie [1].
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Rys. 1. Dwa rownowazne modele graficzne
Fig. 1. Two equivalent graphical models

Formalna definicja warunkowej niezalezno$ci przedstawia si¢ nast¢pujaco. Mowimy, ze
zmienne A4 i B sa niezalezne pod warunkiem C, jesli zachodzi
P(4]B,C)=P(4]C). @)
Relacja warunkowej niezalezno$ci jest relacja symetryczng, tak wigc z (4) i reguly
Bayesa mozna otrzymac, ze
P(4]B,C)-P(B|C)
P(4]C)

Jezeli zmienne A i B sa niezalezne pod warunkiem C, oznacza to, ze jesli znana jest

P(B| 4,C)= =P(B|C). 5)

warto$§¢ C, zmienne te sa niezalezne, tzn. wiedza o wartosci przyjmowanej przez zmienng
A nie ma wplywu na rozktad prawdopodobienstwa zmiennej B i odwrotnie — znajomos¢
warto$ci B nie zmienia prawdopodobienstwa A.

Graficznym kryterium identyfikacji warunkowej niezaleznosci jest tzw. d-separowalnosé.
Zmienne A i B sa d-separowalne, jesli nie istnieje ani jedna Sciezka aktywna taczaca te
zmienne. Sciezka miedzy wierzchotkami A4 i B jest aktywna, jesli kazdy wierzchotek
C znajdujacy sig na tej sciezce (rézny od 4 1 B) ma jedna z dwoch wlasnosci:

1. Jest liniowy (rys. 2a) lub rozbiezny (rys. 2b) i nie jest znana jego wartosc.

2. Jest zbiezny (rys. 2¢) i jego warto$¢ lub wartos¢ ktoregos z jego potomkow jest znana.

al liniowy b) rozhiezny cl zhiezny

|, R ¢
O OERO

Rys. 2. Rodzaje polqczen wierzchotkow
Fig. 2. Types of nodes connections
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2.4. Prawdopodobienstwo subiektywne

Niezwykle istotny w modelowaniu przy wykorzystaniu diagramow wplywu jest dobor
prawidlowych (w znaczeniu — mozliwie najblizszych rzeczywistym) wartosci numerycznych,
a konkretnie rozkladéw prawdopodobienstw zmiennych. W konstrukcji modeli graficznych
wykorzystuje si¢ informacje pochodzace z réznych zrodet, m.in. dane statystyczne, studia
literaturowe, a takze opinie ekspertow, ktore czesto nie moga byé zweryfikowane
empirycznie [7]. Stad tez terminu prawdopodobienstwa uzywa si¢ tu nie w znaczeniu
»~czestotliwos§ciowym”, ale rozumie si¢ przez nie pewne wewngtrzne, subiektywne
przekonanie co do mozliwosci zajscia pewnych zdarzen. Do szacowania poszczegdlnych

warto$ci mozna postuzy¢ si¢ np. metoda loterii opisang w [10].

3. Paradoks Monty Halla

Nazwa paradoksu pochodzi od imienia i nazwiska gospodarza amerykanskiego
teleturnieju Let’s make a deal. Problem mozna sformutowaé w sposdb nastepujacy.
W pewnym teleturnieju za jednym z trojga drzwi znajduje si¢ wysokiej klasy samochod, za
pozostalymi dwoma — kozy (jako nagrody pocieszenia). Uczestnik wskazuje wybrane przez
siebie drzwi. Nastgpnie prowadzacy teleturniej otwiera jedne z dwojga pozostalych drzwi
i pokazuje znajdujaca si¢ za nimi koze (prowadzacy wie, gdzie znajduje si¢ samochod, tych
drzwi wigc nie otworzy). Uczestnik otrzymuje teraz mozliwo$¢ zmiany swojej pierwotnej
decyzji, tzn. wybor tych drzwi, ktore nie zostaly otwarte przez prowadzacego. Jak powinien
si¢ zachowac gracz, aby mie¢ jak najwigksze szanse na wygrana? [19]

,Paradoks” zagadnienia Monty Halla i udzielanie najczgsciej, wydawatoby sig
»Zzdroworozsadkowej” odpowiedzi na postawione wyzej pytanie, polega na blednej percepcji
struktury sytuacji decyzyjnej. Osoby, ktorym pierwszy raz przedstawiono problem, biora pod
uwage jedynie ostatni jego etap, rozumujac w sposob nastepujacy: skoro jedne z dwojga
drzwi bez glownej nagrody zostaly otwarte, szanse na wygrana wynosza teraz 50% — nie ma
wigc znaczenia, jaka decyzja zostanie podjeta w drugim etapie. Odpowiedz ta jest oczywiscie
bledna.

Optymalng strategia dla uczestnika jest bowiem zawsze dokonywa¢ zmiany swojego
pierwszego wyboru, dzigki czemu szanse na wygrana ulegaja podwojeniu. Odpowiedz ta,
cho¢ niezgodna z intuicja, jest tatwa do uzasadnienia. Wystarczy zauwazy¢, ze wybierajac
drzwi za pierwszym razem, gracz dokonuje ich swoistego podzialu — w jednej trzeciej
przypadkéw gltowna nagroda znajdzie si¢ u niego (za drzwiami, ktore wybral), natomiast
w dwoch trzecich za ktoryms$ z dwojga pozostatych drzwi, ,,pozostawionych” gospodarzowi

teleturnieju. Decydujac si¢ na zmiang¢ w drugim etapie, uczestnik tak naprawde wymienia
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»Swoje” drzwi za oboje drzwi prowadzacego. Informacja o tym, za ktorymi z nich znajduje
si¢ koza, nie ma znaczenia, bowiem gdzie§ ona musi si¢ znajdowaé. Zmieniajac SWOj

pierwotny wybor, gracz zwigksza szansg¢ na wygrana z jednej trzeciej do dwoch trzecich [4].

4. Konstrukcja diagramu wplywu

4.1. Prosty diagram wplywu dla zagadnienia Monty Halla

Konstrukcj¢ diagramu wpltywu rozpoczyna identyfikacja zmiennych oraz okreslenie
wartosci, jakie kazda z nich moze przyjmowac.

Diagram wplywu reprezentujacy wnioskowanie z poprzedniego akapitu przedstawiono na
rysunku 4. Sktada si¢ on z trzech zmiennych. Zmienna First choice jest zmienng losowa i jej
rozktad reprezentuje szansg trafienia drzwi z gtdéwna nagroda za pierwszym razem. Moze ona
przyja¢ dwie wartos$ci: good (oznaczajaca ze uczestnik wybral drzwi, za ktorymi znajduje si¢
samochod) z prawdopodobienstwem 1/3 oraz bad (w przeciwnym przypadku)
z prawdopodobienstwem 2/3. Zmienna Change jest zmienng decyzyjna. Dwa stany, ktore
moze przyja¢ to true, jeSli gracz zmienia wybrane przez siebie drzwi oraz false, jesli

pozostaje przy swoim pierwotnym wyborze.

| Change | First_choice )

Rys. 3. Prosty diagram wplhywu dla zagadnienia Monty Halla
Fig. 3. Simple influence diagram for Monty Hall dillema

Zmienna Result jest zmienng uzytecznosci. Stowarzyszona z nia funkcja uzyteczno$ci
przyjmuje wartos¢ 100 w przypadku, gdy uczestnik za pierwszym razem wybrat wiasciwe
drzwi (First_choice = good) oraz nie zmienit swojego wyboru (Change = false) lub tez
wybral drzwi bez nagrody (First choice = bad), ale zmienit p6ézniej swoj wybor (Change =
true). W dwoch pozostatych przypadkach funkcja uzytecznos$ci przyjmuje wartos¢ O.

Wartosci liczbowe dla diagramu przedstawiono w tabeli 1.



Modelowanie sytuacji decyzyjnych przy wykorzystaniu diagraméw wptywu 9

Tabela 1
Warto$ci numeryczne dla diagramu wptywu z rys. 3
First_choice Change Resul
First_choice Change wartos$¢

good 1/3 true good true 0
bad 2/3 false good false 100

bad true 100

bad false 0

Proste obliczenia pozwalaja na wyznaczenie optymalne]j strategii, tzn. takiej, ktora
maksymalizuje oczekiwana warto§¢. Niech 6 oraz &' oznaczaja odpowiednio strategie
Change = false oraz Change = true. Wtedy, wobec warunkowej niezaleznosci zmiennych
Change oraz First_choice, ze wzoru (3) otrzymujemy:

E,;(Result)= P(First _choice = bad)- Result(First _choice = bad,Change = false)+

+ P(First_choice = good)- Result(First_choice = good,Change = false) =

:%-O+l-100 =33,33,

3 3

E,(Result) = P(First _choice = bad)- Result(First _choice = bad,Change = true)+
+ P(First_choice = good)- Result(First_choice = good,Change = true) =
:%-100+l-0 = 06,67 .
3 3
Poniewaz max{E 5 E 5,} = E;,, optymalng strategia gracza jest Change = true, a wigc

zmiana pierwotnie wybranych drzwi.

4.2. Rozszerzony diagram wplywu dla zagadnienia Monty Halla

Przedstawione wczesniej sformutowanie zagadnienia Monty Halla zawiera w sobie
milczace zatozenie o jednakowym prawdopodobienstwie znalezienia nagrody za kazdym
z trojga drzwi. Nalezy jednak pamigtaé, ze zgodnie z tym, co napisano w punkcie 1.4, rozktad
prawdopodobienstwa poszczegdlnych zmiennych w diagramie jest tak naprawde
prawdopodobienstwem subiektywnym, wynikajacym z wewngtrznego przekonania tworcy
modelu (w tym przypadku utozsamianym z uczestnikiem teleturnieju). Mozna zatem zadaé
nastgpujace pytania: po pierwsze, jaka powinna by¢ optymalna strategia, jesli pojawia si¢
pewne przestanki, z ktéorych wynikatby inny rozktad prawdopodobienstwa rozmieszczenia
nagrody za drzwiami; po drugie, jaki wplyw na decyzje¢ gracza moze mie¢ wiedza na temat
prawdopodobienstwa ujawniania przez gospodarza drzwi, za ktéorymi nie ma gléwnej

wygrane;j.
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Prosty diagram wplywu zaprezentowany w poprzednim punkcie powiela zatozenia
o rownomiernosci rozktadu i w zwiazku z tym nie jest modelem, za pomoca ktérego mozna
znalez¢ odpowiedzi na zadane powyzej pytania. W zagadnieniu Monty Halla gracz
podejmuje bowiem dwie decyzje: pierwsza, to ktore drzwi wybra¢ za pierwszym razem
i druga — czy zmieni¢ swoj uprzedni wybor. Rozszerzong wersje diagramu wplywu dla tego

problemu przedstawia rysunek 4.

| Decide_door |—m={ Reveal

Rys. 4. Rozszerzony diagram wplywu dla zagadnienia Monty Halla
Fig. 4. Extended influence diagram for Monty Hall dilemma

Sktada si¢ on z dwoch zmiennych decyzyjnych — Decide door (z trzema mozliwymi
stanami: doorl, door2 i door3, reprezentujacymi pierwszy wybor gracza) oraz Change
(analogiczna jak w poprzednim modelu), a takze z dwoch zmiennych losowych. Wartosci
zmiennej losowej Door (doorl, door2, door3) informuja, za ktorymi drzwiami znajduje si¢
nagroda. Natomiast zmienna Reveal, uzalezniona od zmiennych Decide door oraz Door,
informuje, ktore drzwi otwiera gospodarz teleturnieju. Warto podkresli¢, ze przypadku gdy
warto$ci zmiennych Decide door oraz Door sg rozne, zmienna ta zachowuje si¢ w sposob
deterministyczny (zob. tabela 2). Oczywiscie w momencie podejmowania decyzji o zmianie
swojego pierwszego wyboru gracz wie, za ktorymi drzwiami na pewno nie znajduje sig

wygrana, stad w grafie krawedz taczaca zmienng Reveal oraz Change.

Tabela 2
Rozktad zmiennej Reveal

Decide_door Door Reveal = doorl Reveal = door2 Reveal = door3
doorl doorl 0 0,5 0,5
doorl door2 0 0 1
doorl door3 0 1 0
door2 doorl 0 0 1
door2 door2 0,5 0 0,5
door2 door3 1 0 0
door3 doorl 0 1 0
door3 door2 1 0 0
door3 door3 0,5 0,5 0
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Na osobna uwage zastuguje funkcja uzyteczno$ci odpowiadajaca zmiennej Result.
Warto$ci przez nia przyjmowane sa takie same, jak w poprzednim modelu. Tym razem

jednak jej dziedzina sktada si¢ z 18 r6znych kombinacji wartosci jej rodzicow (tab. 3).

Tabela 3
Wartosci zmiennej Result
Decide_door Door | Change Result Decide_door | Door | Change Result
doorl doorl | true 0 door2 door2 | false 100
doorl doorl | false 100 door2 door3 | true 100
doorl door2 | true 100 door2 door3 | false 0
doorl door2 | false 0 door3 doorl | true 100
doorl door3 | true 100 door3 doorl | false 0
doorl door3 | false 0 door3 door2 | true 100
door2 doorl | true 100 door3 door2 | false 0
door2 doorl | false 0 door3 door3 | true 0
door2 door2 | true 0 door3 door3 | false 100

Oczywiscie, jesli w modelu przyjmie si¢ rownomierny rozktad prawdopodobienstwa
warto$ci zmiennych Door oraz Reveal (tzn. gldéwna wygrana moze si¢ znalez¢ za dowolnymi
drzwiami z takim samym prawdopodobienstwem, z takim samym prawdopodobienstwem
ujawniane sa tez drzwi z koza), optymalna strategia dla gracza, niezaleznie od wybranych na
poczatku drzwi, pozostaje zmiana.

Bardziej interesujaca jest sytuacja, jesli =zalozy si¢ nierdbwnomierny rozktad
prawdopodobienstwa. Przyktadowo, jesli decydent spodziewa si¢, ze istnieje dwa razy
wigksze prawdopodobienstwo znalezienia nagrody za drzwiami z numerem jeden niz za
ktorymkolwiek z pozostatych, przypisze zmiennej losowej Door nast¢pujacy rozktad a priori:
P(Door = doorl) = 0,50,

P(Door = door2) = P(Door = door3) = 0,25.

W takim przypadku znaczenie ma juz pierwszy wybor gracza. Decydujac si¢ na drzwi
z numerem jeden, warto$¢ jego uzytecznosci wyniesie 50, niezaleznie od decyzji w drugim
etapie. Dzieje si¢ tak dlatego, ze oczekiwana uzytecznos$¢ decyzji o zmianie uzalezniona jest
od wartosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej Door, mozliwego do oszacowania na
podstawie dotychczasowych informacji o zmiennych Decide door oraz Reveal. W momencie
poznania wartosci zmiennej Reveal uaktywnia si¢ Sciezka pomigdzy zmienng Decide door
oraz Door (zgodnie z drugim punktem definicji $ciezki aktywnej) i pierwotny wybodr gracza
ma wplyw na prawdopodobienstwo (tak naprawde¢ — dostarcza nowych informacji)
o mozliwosci znalezienia glownej wygranej za kazdym z dwojga zamknigtych drzwi. I tak,
dla przyjetego rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej Door, przyjmujac Decide door =

doorl oraz Reveal = door2, zachodzi nastgpujaca rownos¢:
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P(Door =1| Decide _door =1, Reveal =2) = P(Door =3 | Decide _door =1, Reveal =2),
gdzie 1, 2, 3 oznaczaja odpowiednio doorl, door2, door3.

Mozna to uzasadni¢ korzystajac ze wzoru na P(Door | Decide _door, Reveal) 1 mnozac
obie strony réwnania przez P(Reveal =2| Decide door = 1). Otrzymamy wtedy:
P(R=2|D d=1,D=1)-P(D=1)=P(R=2|D _d=1,D=2)-P(D=3),
gdzie D — Door, D_d — Decide_door, R — Reveal.

Latwo sprawdzi¢, ze dla przyjetych wartosci prawdopodobienstw powyzsza rownos¢ jest
spetniona. Analogiczna rownos$¢ zachodzi dla Reveal = door3.

Sytuacja wyglada inaczej, jesli gracz jako pierwsze wskaze drzwi o numerze 2 lub 3.
W takim przypadku gracz powinien zmieni¢ wybrane drzwi, jednak w zaleznosci od numeru

drzwi ujawnionych przez gospodarza oczekiwana uzyteczno$¢ jest rozna (rys. 51 6).

Decide_door Heveal J Door

door] o | ool 100 door 0

door?  EB5.BESE door a door2 333

doots 1] doord 0] doord  BE.7
\ I

Change |

True  GEEGES
False 333333

&

Result

Rys. 5. Rozszerzony diagram wplywu, Decide door = door2, Reveal = doorl. Oczekiwana uzytecznosc¢
gracza przy zmianie drzwi wybranych za pierwszym razem wynosi 66,7

Fig. 5. Extended influence diagram, Decide_door = door2, Reveal = doorli. Player’s expected utility
after changing the door selected first is 66,7

Decide_door Reveal Door
doar a » door! ] - doorl 800 —
door?  E0.0000 daor2 0 door2 200
door3 1] dood 100 donrd 1]

¥
Change

Te  B0.0000
False 200000

Result

Rys. 6. Rozszerzony diagram wplhywu, Decide_door = door2, Reveal = door3. Oczekiwana
uzytecznos¢ gracza przy zmianie drzwi w tym wypadku wynosi 80

Fig. 6. Extended influence diagram, Decide door = door2, Reveal = door3. This time player’s
expected utility after change is 80
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Ostatecznie wiegc, dla przyjetego rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej Door, majac na
celu maksymalizowanie swojej uzytecznos$ci, gracz powinien w pierwszym kroku wybrac
drzwi drugie lub trzecie, w drugim natomiast zmieni¢ swoj wybor.

Zastosowanie algorytmu analizy wrazliwo$ci zmiany prawdopodobienstw warunkowych
poszczegblnych zmiennych, opisanego np. w [10], pozwoli na ustalenie optymalnych
strategii gracza, w zaleznosci szacowanych rozkladow prawdopodobienstw zmiennych
losowych. Przyktad takiej uproszczonej analizy zaprezentowano w dalszej czesci artykutu.

Na =zakonczenie tej czgSci rozwazan przedstawiono drzewo decyzyjne (rys. 7)
rownowazne diagramowi wptywu z rysunku 5. Liniami przerywanymi zaznaczono na nim

zbiory informacyjne, tzn. sytuacje nierozroznialne dla gracza.

Result
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Rys. 7. Drzewo decyzyjne zagadnienia Monty Halla
Fig. 7. Monty Hall decision tree
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4.3. Diagram wplywu dla ,,odwrotnego zagadnienia Monty Halla”

Dotychczasowa analiza prowadzona byla z pozycji uczestnika. Przez ,,odwrotne
zagadnienie Monty Halla” rozumie si¢ przyjgcie punktu widzenia gospodarza teleturnie;.
Decyzja, ktéra musi podjaé prowadzacy, to numer otwieranych drzwi. Problem tylko
pozornie wydaje si¢ trywialny. Na jego przyktadzie mozna dokona¢ kilku ciekawych
obserwacji na temat wykorzystania diagramow wplywu do modelowania sytuacji
decyzyjnych.

Diagram wplywu ,,odwrotnego zagadnienia Monty Halla” begdzie wygladal podobnie do
modelu przedstawionego na rysunku 4, z ta jednak roznica, ze zmienne Decide Door oraz
Change stang si¢ zmiennymi losowymi, natomiast zmienna Reveal bedzie zmienng
decyzyjna. Dla uproszczenia przyjmuje sig, ze gospodarz nie ma wptywu na to, za ktérymi
drzwiami umieszczona jest nagroda (jednak podejmujac decyzje¢ jest w posiadaniu tej
informacji). Funkcja uzytecznosci bgdzie miata posta¢ analogiczna, jak ta przedstawiona
w tabeli 3, z tym ze warto$ci 100 i 0 zamienig si¢ miejscami — tym razem celem jest
maksymalizacja uzytecznos$ci gospodarza.

Pewna trudnos¢ moze stanowic to, ze zbior mozliwych decyzji gospodarza (zbior stanow
zmiennej decyzyjnej Reveal) jest rozny, w zalezno$ci od wartosci, jakie przyjma
wcezesniejsze zmienne (gospodarz dysponuje swoboda w wyborze tylko wtedy, gdy uczestnik
za pierwszym razem wybierze drzwi, za ktorymi znajduje si¢ wygrana — w innym przypadku
jego decyzja jest zdeterminowana sytuacja). Taka sytuacja nosi nazwe asymetrycznej [12].
Nieuwzglednienie asymetryczno$ci decyzji podczas konstrukeji modelu moze spowodowac,
ze znaleziona optymalna strategia okaze si¢ niemozliwa do realizacji.

Jeden ze sposobow radzenia sobie z asymetrycznymi sytuacjami decyzyjnymi
w diagramach wplywu znalez¢ mozna w [14]. Polega on na dodaniu do diagramu binarnej
zmiennej X, ktorej wartos¢ bedzie funkcja deterministyczna kombinacji mozliwych stanéw
rodzicow tej zmiennej. Wszystkie obliczenia wykonywane sa przy ustalonej wartosci X,
odpowiadajacej ,,legalnym” kombinacjom wartosci pa(X).

Wtlasénie t¢ metode wykorzystano przy konstrukcji modelu ,,odwrotnego zagadnienia
Monty Halla”. W diagramie wystepuje dodatkowa zmienna Consistency, bedaca dzieckiem
zmiennych Decide Door, Door oraz Reveal, reprezentujaca zgodno$¢ modelu z rzeczywista
sytuacja decyzyjna. Przyjmuje ona dwie wartosci. Warto$¢ yes odpowiada dozwolonym
kombinacjom warto$ci rodzicow zmiennej Consistency (tzn. takim, w ktdrych prowadzacy
nie otwiera drzwi wybranych przez gracza lub tych, za ktorymi ukryta jest nagroda).
Wprawdzie zaburzona zostaje w ten sposob klarowno$¢ graficznej reprezentacji problemu
(w modelu wystgpuje zmienna, ktéora nie ma swojego odpowiednika w rzeczywistosci),

jednak dzigki ustaleniu zmiennej Consistency na warto$¢ yes mozliwe jest rozwiazanie
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diagramu oraz wykonywanie stosownych obliczen. Ostateczny diagram dla ,,odwrotnego

zagadnienia Monty Halla” przedstawia rysunek ponize;j.

Demde door

Rys. 8. Diagram wplywu dla ,,odwrotnego zagadnienia Monty Halla”
Fig. 8. Influence diagram for ,, reversed Monty Hall dilemma"

Istnieje pewne niebezpieczenstwo zwiazane z wprowadzaniem tego rodzaju modyfikacji.
Zauwazmy bowiem, ze ustalenie wartosci zmiennej Consistency spowoduje otwarcie
aktywnej $ciezki pomigdzy zmiennymi Decide door oraz Door i zmienne te nie beda
d-separowalne. Tym samym stana si¢ od siebie zalezne, co moze $wiadczyc
o niepoprawnosci modelu (model jest poprawny, jesli odwzorowuje warunkowe
niezaleznosci zachodzace w rzeczywisto$ci — informacja o wyborze uczestnika nie powinna
wigc wptywaé na prawdopodobienstwo umieszczenia nagrody za poszczegdlnymi drzwiami).
Mimo tego mozliwa jest jednak taka manipulacja rozkladem zmiennej Consistency, aby

zachodzita rOwno$¢:

P(Door | Consistency = yes) = P(Door | Consistency = yes, Decide _ door), (6)
a tym samym zachodzita warunkowa niezalezno$¢ migdzy Decide door oraz Door. Wymaga
to jednak modyfikacji metody opisanej w [14] i ustalenia rozktadu zmiennej Consistency
w taki sposob, aby jej wartosci byly w niektorych przypadkach przyjmowane z pewnym
prawdopodobienstwem roznym od 1. Dokonujac przeksztalcen rownosci (6) otrzymujemy

bowiem:
P(yes | Door)- P(yes | Decide_door) = P(yes)- P(yes | Door,Decide_door), @)
gdzie (dla zachowania przejrzystosci zapisu) yes rozumiane jest jako Consistency = yes.

Rownos¢ (7) zachodzi, jesli rozktad zmiennej Consistency przyjmie posta¢ przedstawiona
w tabeli 4.
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Tabela 4
Prawidtowy rozktad zmiennej Consistency

R D D d | yes no R D D .d | yes no R D D .d | yes no
doorl | doorl | doorl 0 1 door2 | doorl | doorl | 0,5 0,5 | door3 | doorl | doorl 0,5 0,5
doorl | doorl | door2 0 1 door2 | doorl | door2 0 1 door3 | doorl | door2 1 0
doorl | doorl | door3 0 1 door2 | doorl | door3 1 0 door3 | doorl | door3 0 1
doorl | door2 | doorl 0 1 door2 | door2 | doorl 0 1 door3 | door2 | doorl 1 0
doorl | door2 | door2 | 0,5 0,5 | door2 | door2 | door2 0 1 door3 | door2 | door2 | 0,5 0,5
doorl | door2 | door3 1 0 door2 | door2 | door3 0 1 door3 | door2 | door3 0 1
doorl | door3 | doorl 0 1 door2 | door3 | doorl 1 0 door3 | door3 | doorl 0 1
doorl | door3 | door2 1 0 door2 | door3 | door2 0 1 door3 | door3 | door2 0 1
doorl | door3 | door3 | 0,5 0,5 | door2 | door3 | door3 | 0,5 0,5 | door3 | door3 | door3 0 1

R — Reveal, D — Door, D_d — Decide_door

Na podstawie tak opracowanego modelu mozna teraz znalez¢ optymalna strategi¢ dla
gospodarza. Oczywiscie, jak to juz wielokrotnie wspomniano, gospodarz ma wybor jedynie
w przypadku, gdy gracz w swoim pierwszym wskazaniu wskaze na drzwi, za ktorymi ukryta
jest glowna wygrana. Uzyteczno$¢ gospodarza zalezy wtedy od prawdopodobienstwa,
z jakim uczestnik zmieni swoje pierwsze wskazanie. Zat6zmy, ze zmienne Decide door oraz
Door przyjety wartos¢ doorl (uczestnik wskazat drzwi numer 1, prowadzacy wie, Zze wlasnie
tam znajduje si¢ gldowna wygrana). Niech a bedzie warto$cia prawdopodobienstwa, ze gracz
zmieni swoj wybor, jesli gospodarz odkryje drzwi numer 2, natomiast b — warto$cia
prawdopodobienstwa, ze gracz zmieni swoj wybor w wypadku, gdy otwarte zostana drzwi
numer 3, tzn.:

P(Change =true| Decide _door = doorl, Reveal = 2) =a,
P(Change =true| Decide door = doorl, Reveal = 3) =b.

Niech ponadto ¢ bedzie warto$cig prawdopodobienstwa, ze gospodarz otworzy drzwi
z numerem 2. Wtedy oczekiwana uzytecznos$¢ gospodarza bedzie wynosic:
Result(Decide _door =1, Door =1)=1(100a +0-(1—a))+ (1 —1)- (1006 +0-(1-b))=

=100(ta + (1 - 1)) =100(¢(a — b) + b).

Jak wida¢, warto$§¢ zmiennej Result jest liniowa funkcjg ¢. Funkcja ta jest rosnaca dla
a > b, malejaca dla a < b. W pierwszym przypadku gospodarz powinien otworzy¢ drzwi
numer dwa (jego uzyteczno$¢ wynosi w tym wypadku 100a), w drugim — drzwi z numerem 3
(uzytecznos$¢ rowna 100b). Jesli a = b, decyzja, ktore drzwi otworzy¢, nie ma znaczenia dla
warto$ci wyplaty.

Warto jeszcze raz podkresli¢, ze a oraz b wyrazaja jedynie przekonanie prowadzacego

teleturniej na temat prawdopodobienstw, z jakim gracz dokona zmiany wybranych drzwi.
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5. Podsumowanie

Zaprezentowane rozwazania, przedstawione na prostych przykladach, miaty na celu
zwrocenie uwagi na pewne aspekty modelowania sytuacji decyzyjnych przy uzyciu
diagramow wptywu. Przede wszystkim, acykliczny graf skierowany, stanowiacy graficzna
warstwe diagramu, pozwala na ,,skalowalnos$¢” reprezentacji, tzn. w zaleznosci od informacji
potrzebnych decydentowi pewne zmienne moga by¢ taczone i traktowane jako jedna lub tez
rozpatrywane kazda z osobna. W tym drugim przypadku czgsto tatwiej jest uzyskaé
charakterystyki liczbowe poszczegolnych zmiennych, obejmujac pozostale klauzula ceteris
paribus. Tutaj ujawnia si¢ kolejna cecha diagramoéw, mianowicie budowa modulowa.
Modyfikacje zalozen sytuacji problemowej czgsto wymagaja jedynie niewielkich zmian
w samym modelu. Oczywista zaleta diagraméw wplywu, podkreslana w niemal kazdej
z pozycji literaturowych, jest relatywnie niewielki rozmiar warstwy graficznej w poréwnaniu
do rownowaznej reprezentacji za pomoca tradycyjnego drzewa decyzyjnego. Nalezy jednak
zauwazyC, ze w algorytmach stuzacych do ewaluacji diagraméw wptywu czesto stosuje si¢
ich przeksztatcenie na inne struktury graficzne [10, 11, 15].

Pewien problem moga stanowi¢ sytuacje asymetryczne, w ktorych zbiér mozliwych do
podjecia decyzji zmienia si¢ w zaleznosci od rozwoju sytuacji. W pracy przedstawiono,
w jaki sposob kosztem zaburzenia klarownosci struktury graficznej modelu radzi¢ sobie
w niektorych przypadkach. Koncepcje diagraméw wptywu dla sytuacji asymetrycznych
znalez¢ mozna migdzy innymi w [3, 12].

W sytuacjach decyzyjnych z udziatem dwoch lub wigcej uczestnikow o sprzecznych lub
przynajmniej nie w petni zgodnych celach automatycznie pojawia si¢ pytanie o mozliwosé
stosowania mechanizméw wypracowanych przez teori¢ gier. Metody potaczenia koncepcji
diagramow wpltywu oraz elementow teorii gier (doktadniej gier bayesowskich) znalez¢
mozna w [5]. Sam diagram wptywu jako model jednoosobowego procesu decyzyjnego moze
stuzy¢ jako reprezentacja gier z natura, w ktorych wystepuje wiele powiazanych ze soba
zmiennych losowych. Ale nie tylko. Zaprezentowane w artykule przyktady podsuwaja
pomyst stosowania diagramow wpltywu do modelowania i przewidywania zachowan
oponentéw. Zachowan zaréwno tych racjonalnych, jak i nie do konca racjonalnych,
wynikajacych z pewnych wewngtrznych przekonan, uprzedzen i subiektywnych odczué
(wnioskowanie typu ,,mysle, ze on mysli...”). Tego rodzaju rozwazania poruszane sa np.
w [18], gdzie diagramy wplywu wykorzystuje si¢ w systemach wieloagentowych do nauki
zachowan innych agentow. Podobna koncepcje znalezé mozna w [8], gdzie autorzy
wykorzystuja tzw. sieci diagramoéw wplywu (networks of influence diagrams) do
modelowania zachowan przeciwnika w grach powtarzalnych. Wreszcie, naturalnym

rozwinigciem diagramow wpltywu o elementy teorii gier stanowia wieloosobowe diagramy
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wptywu (multi-agents influence diagram) zaprezentowane w [13]. Wydaje sig, ze potaczenie

reprezentacji sytuacji decyzyjnych w postaci diagramoéw wptywu oraz elementow teorii gier

stanowi szerokie pole do dalszych badan.
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Abstract

The paper is organized as follow. In section one there are described graphical models as
an approach to reasoning under uncertainty. Section two contains formal definition of
influence diagram. Terms such as decision rule, conditional independency and d-separation
are explained. Section three presents the famous Monty Hall problem.

In section four, the main part of the paper, firstly two models for Monty Hall problem are
presented. The simple influence diagram (Fig. 3) allows to find the optimal decision in
classical Monty Hall problem. With the extended influence diagram (Fig. 4) the optimal
solution depending on player’s belief of the probability distribution is discussed.
Subsequently “reversed Monty Hall problem” is presented and a model of it is given (Fig. 8).
It is also described here how to deal with asymmetric decision.

The last section contains conclusions and references to latest developments in graphical
models.



